SOPRA UNA CERTA CLASSE 
DI DETERMINANTI E SULLE FORME 
HERMITIANE 


Per quanto mi consta le condizioni necessarie e sufficienti per- 
chè una forma Hermitiana sia definita, almeno in modo generale ed 
esplicito, non sono state assegnate. 

Ad esse può pervenirsi con vari metodi imitando i procedimenti 
notissimi che servono a risolvere la stessa quistione per il caso delle 
forme quadratiche ordinarie; ma per le curiose proprietà di certi spe- 
ciali determinanti a cui mi ha condotto la via che più sotto è indi- 
cata, non mi è parso inopportuno di preferirla ad altre che mi avreb- 
bero fatto raggiungere con maggior rapidità il risultato finale. 


1. Dimostriamo in primo luogo il seguente 
LEMMA (1). IZ determinante 


Xit y 129) ee 3 Cip» —Bu ’ — fi yo.) — fip 


Ag] y X22 y 0.» y Xp y —Ba , — fz H e Bap 


Apt) Ap2 y e3 pp > — ppi —Bp2 3 3 —Bop 
Bu , fiz qe. Bio 3 Amy 1290009 Cip 


Bu) B223 Bop, Azi, 22700) Up 


Bor s Poor Bopy Api) Up2300=) App 


(1) Esso è da considerarsi come noto. Cfr. le Vorlesungen fiber Algebra del 
NeTTO (Vol. II, p. 180). 
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eguaglia il prodotto degli altri due : 


arit ibi, 0124-812303 Zip- ibp ani , %ı2— ifi pe, tıp iip 
be o iBor 222-4882200 %2p- Pap su ata i022 y... topi 
(2) ô, = 2= 

[21 tifo ¡%p2HiB pay ¡Goy HH Bro apri ’ app ¿Boy App Pop 


dove, secondo il solito, i=)— 1. 

Infatti si moltiplichino per — î le ultime p colonne di 4 e si ag- 
giungano alle prime p; poi nel determinante così modificato si mol- 
tiplichino le ultime p righe per — è e si aggiungano ordinatamente 
alle prime p; risulterà facilmente : 


Bian; fiz— iti yen. Pip ion] | —Brr— ign pi 012700» y—Pip—1%1p 
B2— 1091 y Boz — 10022 ys bop ip — fa iy — biao Pap —109p 
AA SU paga ALLAN gos È OTI, gr IAN 
bor—iap ppe — tap.. Bop — ip] | —Bpr itp — Pz idp; Bop Aq 


cioè appunto, come volevasi, 


A 
4= GP 0 6= 01 62. 


Si conclude che: 

Il determinante A è la somma dei quadrati di due espressioni 
razionali intere nei suoi elementi; per modo che se questi elementi 
sono tutti reali, A è certo non negativo ed è il quadrato del modulo 
di ô, (0 do). 


2. Ora si supponga che nel determinante 4 si abbia 
Qk = Qik; Bia + Bin = 0 (k, l = 1, 2, ...,p); 


i determinanti ô, e ô, risultano in tale ipotesi uguali perchè le co- 
lonne dell’uno non sono altra cosa che le righe dell’altro, quindi in 
questo caso particolare si ha più semplicemente : 


(3) A= ði = ô 


e A è il quadrato di una espressione razionale intera nei suoi elementi. 
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3. Ciò posto, consideriamo i due quadri di numeri 


%11 9 X12 y X13 y 000 3 Kip y e.» 0 ,812,Pi3 re 0 Pigro 

0421 y 422) 093 y eun y ap y... Pat UI o PU 
ED LAA TA E AE EES E fins 

pl 3 %p2 y Xp3 y 1». y App yore Bor y Poz, Bpa seg Ogee 


. . . . . . . . . | . . . . . . . . . 
dove, qualunque sieno gli indici k ed 1, si ha: 


e = 0%) Bat Pa=0, 
e costruita con essi, mediante una legge di formazione evidente, la 
matrice 


11) 0 301230124131 Biz) e s Lip y Pip >». 
0 3 113 b21 , %1 , ba, XIIs eeey Bor , Apl yo 


%21 821,022, 0 , 023, Baz y o» , A2p > Bop y 0. 


Biz, %12530 , 2, ps2, E32 y ey Bp2 s %p23 ce 


Apr 3 Ppl y pa > Boa) Opa y Paz y ees pp y O pee 


Pip > %ip > Pop y 2p, Pap y Aap yers O y App y 00. 


indichiamo con 4,49, 43, 44;.. i successivi minori principali di 
questa di 1°, 2°, 3°, 49,... ordine, cioè poniamo : 


sO ,%o 


Ary O 
11> a 
4¿=|0 , a,b» 


A= ta, 4 = 


0; a&i 
Agro Pza 3 ga 
2,430 1%,2) Bas | 
sil O; a&i y Pory Cos 
A ECO 
Xer s Par y Aag y O 


(Bizs %12,0 , Qog 
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Noi vogliamo dimostrare che: 

Nella successione A, , 49,43,;4,;-. ogni determinante di ordine 
dispari (eccettuato il primo) è medio proporzionale tra quelli di ordi- 
ne pari che lo comprendono ; si ha cioè: 


(6) Az; Aaj+2 = Áñj+a (j > 0) 


e inoltre ogni determinante d’ordine pari è un quadrato perfetto (ossia 
è tl quadrato di una espressione razionale intera nei suoi elementi). 

L’ultima parte di questo teorema è evidente, poichè ad ogni 
determinante d’ordine pari, con opportuni scambi di colonne e di 
righe, può darsi l’aspetto di un determinante del tipo di quello in- 
dicato nel n. 2 con 4 e quindi l’asserzione che lo riguarda resta 
giustificata da quel che ivi è detto. 

Così, per es.: 


Zits i230 Pio %13%:250 , Br 
8 12 
a O, Bois Xii s Aos = Co y 99 3 9430 E 44 cio + ibre 
d94 y Ugg) Pas y O O; Bors Ais y Qo æo, + iba Xog 
8,130 ,%2) Qag Biz, 0 » X12 3 Zag 


Passiamo dunque a far vedere che 


Ar; A2j42 = Ajy 
o, più precisamente, che 
(7) d; d;4 = j+ 
dove 
ai 3%24 fiz y 30; + ib; 


è; = %21 + 1621 , 022 yo, Aj + Po; 


aj + ibj, %2 + ife dj 
%11 12 -F ibiz 3003 0%1,j+1 + Ba ¿+ 
pasl + ¡Bar sì Q2 39 %, ¿41 Î82,j41 


. . . . . . . . . . . . . . . . . 


E A pag 
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e quindi 
di = Aria j+ = Aje: 


Per questo si riguardino le ay (k,1=1,2,..., ¿+ 13<0) e le 
Bu (k, 1=1,2,..,j + 134 < 1) come coordinate omogenee di un punto 
in uno spazio a (j + 1)? — 1 dimensioni: in tale spazio le equazioni 


09=0, dpi =0, 4y41=0 


rappresenteranno allora tre ipersuperficie degli ordini ¿,j+1 e 27+1 
rispettivamente, che diremo Dj, Dji € D+. 

Le Dj e D;+1; Se pure si spezzano, non possono contenere parti 
multiple: e infatti se, ad es., indicando con p,vY, ... , z delle forme 
opportune, si avesse 


(8) =P" YX, 


con almeno uno degli esponenti r, s, ..., t, diciamo r, maggiore dell’u- 
nità, nessuna delle coordinate @,,,%33;.., Xj potrebbe comparire in 
p, e allora il termine @,, Ugg ..... xj; che si trova in 0; col coefficiente 
1, nel prodotto che si trova nel 2° membro della (8) verrebbe ad 
avere per coefficiente una espressione divisibile per q”; ciò che è 
assurdo. 

Aggiungasi che D; e D;,y, non possono avere una parte comu- 
ne [di dimensione (j + 1)? — 2], poichè se D; e Dj; avessero comu- 
ne una tal parte, rappresentata, per, es., dall’equazione 


p=0, 


p non potrebbe contenere le coordinate œ: jı (l = 1, 2,...,) +1) e 
bujt (l = 1,2,...,Î); quindi, come si riconosce sviluppando dj; per 
gli elementi dell’ultima riga e dell’ultima colonna, y dovrebbe stac- 
carsi da tutti i minori principali d’ordine ¿—1 del determinante 
ò;. Ma allora g non potrebbe contenere neppure le coordinate æ, , 
Xag see, % questo come già si è osservato è assurdo. 

Ciò posto, noi faremo vedere che ogni punto di Dj}, esterno 
a D; è situato su Dy;4, e quindi poichè D;,, non contiene parti 
multiple e non ha parti comuni con Dj, sarà pur dimostrato che d;41 
è un fattore di 4o;+1. Dopo ciò, quando avremo dimostrato che an- 
che ô; si stacca da Azı, poichè il prodotto d;d;+1 contiene, come 


Ao; il i 3 Pe 2 i ‘ i 
2+1; 1 termine ai al, ... ai 41, jp CO coefficiente 1, sarà infine 
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stabilito che 
Oy dig = Azjta > 
4. Per questo consideriamo il seguente sistema di 2j + 2 equa- 
zioni lineari omogenee nelle 2j + 2 incognite č; , 715 2, N25 0 5 j+, 
i+: 


piena att © Hkt biene ttiis +H bin tHe 4+-241,j+16;+14+-81,j+197j+1=0 
y= >: 4ossm t pakt tant bais +H tane Hpi, EH 41, a0 
pato 5 Hlan Hot © Habs HBs t Ha, jéj HÊ, 41954 =0 


P= ik ttnt © Fatet bats tegola t e HB, Ett, Mjm 


yu a ame ai 


| pipa E A e E 


il cui determinante è appunto 442 e teniamo conto dell’identità 
che lega fra di loro le pi, Wi 5 Pa; Ya) +) Piti? Wil! 


(10) MPa — Ed + Mata — Ele + F Njiti Pj — Ej Vj 0. 


Se le ax; e le fy, che compaiono nelle (9) sono le coordinate di un 
punto di D;+; esterno a D;, sarà Ays =0 e 4; +0; quindi fra 
le Pi, Wisi Pa) Va) > Lj+13%j+1 Passerà una relazione identica 
(almeno) del tipo 


(11) 249 + esi + ape + avo + + dj Piti + av =, 


dove le å e le 4 saranno delle costanti indipendenti dalle £ e dalle 
y con À;j+1 © 4;+, non contemporaneamente nulle, e inoltre le 2j 
equazioni lineari omogenee 


(12) gi=0, y,=0, gog =0, y=0,...,9;=0, y=0 


fra le 2342 incognite &,,7,}É9372)-3;+1;7j+1 ammetteranno 
co! soluzioni distinte. 

Dico che queste œo! soluzioni soddisfano anche tutte il siste- 
ma (9). 
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E infatti se indichiamo con ¿0,70 EW, 90, ... E ne, una 
di queste soluzioni e con PI yt | giò che iveta le Pigi Via 
allorchè vi si pongono le Kop yo? + posto delle £ e delle y, la (10) 
porgerà 


(0) pa — Eo 0 — 
Mita Pj Sita Y vi 0 


e la (11) 
( e 
lja Pa + Pa a = 05 
quindi, se supponiamo che la soluzione considerata non sia quella 
(unica) fra le co' per la quale risulta 


nja = Sh 
(13) =0, 
Aia Mj+ı 
sarà appunto : 
wS all 
e € 


Ma allora sarà: 
e = =* 
anche se la soluzione considerata è quella per la quale risulta sod- 
disfatta la (13) e quindi la nostra asserzione è pienamente giusti- 
ficata. 

Segue che, nelle ipotesi fatte, la caratteristica di 4,42 è 2} e 
che 4;+1= 0; quindi non solo è dimostrato che D;+, fa parte di 
Dzj+ı ossia che d;+1 si stacca come fattore da 42;41, ma anche che : 

L'espressione d;+1 di cui dajya è il quadrato si stacca da tutti i 
minori di 42;+2 d'ordine 2 +1. 

Di qui, sostituendo j — 1 a j, si trae che se d;= 0, si annulla 
non solo 4; ma anche ciascuno dei suoi minori d’ordine 2) — 1; 
quindi se dò; = 0, anche 49;3;= 0. 

Con ciò è pienamente dimostrato che 


d; da = dita. 
5. Ed ora consideriamo la forma Hermitiana 
f=3 üy 0, 2, (i IDA IRA) 


dove 7 sta ad indicare, .secoudo il solito, la quantità (complessa) 
coniugata alla quantità indicata con 4. 
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Posto 
lrs = rs =F Bra , Ty = Ep + inr 


con Ars; rs; Èr ed 7, reali, per modo che 


: Ars = Asr @ Bat Pr=0 (7,8 =1,2,....,P), 
si avrà 
JS z (@rs sn 18,3) (È, + ir) (8, eta ins) 
cioè 
Si z Ars (È, Es =F Nr Ns) T 22 (a Si UNO 


Questa è una forma quadratica reale nelle 2p variabili reali 
&j n; (j= 1.. p) e il suo discriminante è appunto il determinante 
che nel n. 3 è stato indicato con A, dunque, adoperando sempre 
le notazioni del n. 3, le condizioni necessarie e sufficienti perchè f 
sia definita positiva sono espresse dalle disuguaglianze 


4/30, Aj > 0, dd > 
e quelle perchè f sia definita negativa sono espresse da: 
ALTO), As > bg ia at 
Ora, per quanto è stato detto precedentemente, delle condizioni 
AA Ii O 


nell’un caso e nell’altro è inutile tener conto, perchè 4,, A4 , ..., Azp 
non possono essere negativi in quanto sono quadrati di quantità 
reali e non possono nemmeno esser zero se non sono nulli 4,, 
43,3 42p-15 dunque la f è definita positiva o definita negativa, 
secondo che le quantità 


4343145303 dop 


sono tutte positive o tutte negative. 
D'altra parte se poniamo 


411 012 è. è + MIR 
421 422 Ah 

Eh = (a S E 
ahi an2 e > o Ahh 
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risulta, da quanto precede, che: 
Ay =81) 43 =8,€2) 4 = Eg Eg p +" 1 A2p—1 = Epa Ep 


dunque : 

La forma f è definita positiva quando (e solo quando) le e,, 
E9 y ="» y Ep Sono tutte positive; ed è definita negativa quando (e solo 
quando) le e con indice dispari sono tutte negative e quelle con indice 
pari sono tutte positive. 


Cagliari, 16 giugno 1913, 
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